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Topologia I. Examen XV

Ejercicio 1. En X = [0,1] U [2,3] C R, se considera la familia de subconjuntos
B={{0}}Uu{lr—ez+¢[|0<z<1 0<e<<min{x,1 —z}}U
{J1-€61]|0<e<1}U{{0,2} |z € [2,3]}.

a) Demuestra que existe una tinica topologia 7 en X tal que B es base de (X, T).

b) Calcula la adherencia y el interior en (X,7) de los siguientes subconjuntos

c) (Es (X, T) T1? {Es Ty? (Es 1AN? ;Es 2AN?
d) (Es (X, T) conexo? ;jEs compacto?

e) Se considera el conjunto A = {0} U [2,3]. Determina si el espacio topoldgico
cociente (X /A, T /A) es homeomorfo a ([0, 1], 7, ¢,1), donde Ty, es la topologia

usual en R.

f) Se considera el conjunto £ = {0, 1} U2, 3]. Determina si el espacio topoldgico
cociente (X/E, T/E) es homeomorfo a (]0, 1], Ty j0,1) , donde T, es la topologia
usual en R.

Ejercicio 2. Un espacio topolégico (X, T) se dice T3 si es T} y cumple que para cada
subconjunto cerrado C' € Cr y cada punto z € X \ C existen abiertos A, Ay € T
tales que C C A;, x € Ay y Ay N Ay = 0.

a) Sea (X,7T) un espacio topoldgico T7. Demuestra que (X, 7)) es T3 si, y solo si,
para cada punto z € X y cada abierto U € T con x € U, existe un abierto
VeTtalquexzeVyVclU.

b) Demuestra que T3 es un invariante topolégico.
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Ejercicio 1. En X = [0,1] U [2,3] C R, se considera la familia de subconjuntos

B={{0}}U{lr—ex+¢|0<z<1 0<e<min{zr,1—z}}U
{1 —€1]|0<e<1}U{{0,z} |z €[2,3]}.

a) Demuestra que existe una unica topologia 7 en X tal que B es base de (X, T).
Veamos que la familia B verifica

B1: X puede escribirse como unién de elementos de B. Esto es sencillo de
comprobar ya que

X=01uf {0z}

z€[2,3]

B2: Sean B,B' € By x € BN B’ existe B€ Btal que z € BC BN B'.

Veamos qué elementos de B pueden tener interseccion.

» El elemento {0} solo tiene interseccién con los elementos de la forma {0, x}
con x € [2,3]. En este caso {0} N {0,z} = {0} € B.
Si B={0,z} y B'={0,y} con z,y € [2,3] tenemos {0, 2} N{0,y} = {0} €
B.

= Supongamos ahora que B = (1—-\ 1]y B = (1-X,1]para0 < A < X < 1.
Entonces se tiene

1-MYN(1-N,1=(1-\1]eB

» Supongamos que B = (zr—¢,z+¢€)para0 <z < 1,0 < e <min{z,1—z}y
B' = (y—d,y+0) para0 <y < 1,0 < <min{y, l —y}, méx{z—¢,y—9d} <
min{z + €,y + d}. En este caso tenemos

mi + Mo mi + Mo

5 — €o, 5 —I—Eo) ebB

(x—e,m+e)ﬂ(y—5,y+5):<

donde m; = méx{z — €,y — 0}, my = min{z + €,y + 0} y ¢g = 5L
» Supongamos que B = (x —¢,x+¢€) para0 <z < 1,0 < e <min{z,1 — z}
yB =(1-X1]para0 <A <1, 1—X\<z+ e Entonces tenemos

(x—ez+e)N(1=XN1]=1—-Nz+e) =(m3—e,mg+e)EB

THe+1-—X T+e—14A
2 2 :

donde ms = y €1 =

En los dos ultimos casos también podemos argumentar que BN B’ es un abierto
de T,. Asi si z € BN B, teniendo en cuenta que {(z — ¢,z +¢€) | € > 0} es
una base de entornos en z de 7, podemos encontrar un € > 0 suficientemente
pequeno para (z — €,z +¢) C BN B

Finalmente, observemos que para los puntos en (0, 1], los elementos de B coin-
ciden con una base de T,|,1]. Por tanto, las bases de entornos en x € (0, 1]
para Ty (0,1] son bases de entornos en esos puntos para la topologia 7. Se tienen
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entonces las siguientes bases de entornos para un punto x € X de la topologia

T:
By = {{0}},

B,={(x—€e,x+¢€)|0<e<min{zr,1—z}} size(01),
By ={(1—-¢€1]]0<e<1},
B, ={{0,z}} sixze€]|23]

Calcula la adherencia y el interior en (X,7) de los siguientes subconjuntos
BIZ{O}YBQZXQQ.

En primer lugar observamos que el conjunto By es abierto ya que esta en B
y por tanto int(B;) = {0}. Veamos ahora que cl(B;) = {0} U [2,3]. Efec-
tivamente, en primer lugar tenemos 0 € cl(By). Ademds = € [2,3] tene-
mos que el unico elemento de la base de entornos en z de T es {0,z} y
por tanto By N {0,z} = {0} # 0. Luego {0} U [2,3] C cl(By). Por otra
parte {0} U [2,3] = X \ (0,1] luego es un cerrado por ser (0,1] un abier-
to. Como la clausura es el menor cerrado que contiene al conjunto deduci-
mos que cl(By) C {0} U[2,3]. De la doble inclusién deducimos la igualdad
cl(By) = {0} U [2,3].

Veamos ahora que int(Bs) = {0} U ([2,3] N Q). Observemos que para cada
re€[2,3]NQ, z € {0,z} C {0}U([2,3] NQ), luego es entorno de todos sus
puntos y por tanto {0} U ([2,3] N Q) es abierto. Como int(By) es el abierto
méas grande contenido en B, tenemos {0} U ([2,3] N Q) C int(Bsy). Por otra
parte, si z € (0,1] N Q es facil comprobar que z ¢ int(Bsy) ya que cualquier
entorno basico de z de la forma (x — ¢, + €) contiene niimeros irracionales
y por tanto nunca puede estar contenido en B,. Concluimos por tanto que
int(B;) = {0} U ([2,3] N Q).

Veamos ahora que By es denso, es decir cl(By) = X. De hecho si consideramos
x € (0,1), sea racional o irracional, tenemos que cualquiera de sus entornos
bésicos (z — €,z + €), 0 < ¢ < min{z,1 — z} contiene nimeros racionales y
por tanto = € cl(By). Andlogamente si x € [2,3], sea racional o irracional,
su entorno bésico {0,z} contiene al 0 que es un nimero racional y por tanto
x € cl(By). Concluimos entonces que cl(Bs) = X.

JEs (X, T) Th? (Es T5?7 ;Es 1AN? ;Es 2AN?

Veamos que (X,7T) no es T;. Efectivamente, consideremos los puntos z = 0
y y = 2. Cualquier entorno de y = 2 contiene a 0 y por tanto el espacio
topoldgico no es T1. Como no es 17 no puede ser tampoco T5.

Veamos ahora que el espacio es 1AN. Para ello observemos que en el caso x = 0
y © € [2,3] la base de entornos dada en el apartado a) es finita y por tanto
numerable. Si z € (0,1) podemos considerar la base de entornos numerable:

1
Bx:{(x——,x—l—l)
n n

Anélogamente, para x = 1 tenemos la base de entornos numerable:

(-4
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1
nGN,O<—§m1’n{x,1—x}}.
n

1
neN,0<—§1}.
n
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Por tanto concluimos que (X, 7) es 1AN.

Veamos ahora que (X,7) no es 2AN. Si (X,7) fuese 2AN tendriamos que
([2,3], Ti2,3)) seria 2AN por ser esta una propiedad hereditaria. Pero Tp g es
la topologia discreta en [2,3] y esta topologia sabemos que no es 2AN si el
conjunto no es numerable.

JEs (X, T) conexo? jEs compacto?
Es sencillo comprobar que (X, 7) no es conexo.
PRIMERA FORMA: Observemos que el conjunto Y = {0}U[2, 3] es cerrado

(visto en el apartado b), abierto (porque es entorno de todos sus puntos) e
Y £ X, Y 40

SEGUNDA FORMA: Denotemos por
A=(01], B= ] {02},

z€[2,3]

entonces A y B son no vacios, abiertos, disjuntos, AU B = X luego X no es
conexo.

Veamos ahora que (X, 7) no es compacto.

PRIMERA FORMA: Si (X, T) fuese compacto tendriamos que ([2, 3], Tj2,3))
seria un compacto por ser [2,3] € Cr ([2,3] = X'\ [0,1] y [0,1] € T). Pero como
ya hemos comentado en el apartado anterior 733 es la topologia discreta en
[2, 3] v esta topologia sabemos que no es compacta si el conjunto es infinito.

SEGUNDA FORMA: Consideramos el siguiente recubrimiento por abiertos
(basicos) de X:

X=01uf [J {0z}
]

z€[2,3

Si omitimos un abierto de esta familia, ya no es un recubrimiento de X, pues
quedarian puntos sin cubrir. Asi que no podemos extraer ningin subrecubri-
miento finito y, por tanto, el espacio no es compacto.

Se considera el conjunto A = {0} U [2,3]. Determina si el espacio topolégico
cociente (X/A, T /A) es homeomorfo a ([0,1], To|j0,1]), donde T, es la topologia
usual en R.

Veamos que (X/A, T /A) no es homeomorfo a ([0, 1], 7y 0,1))-

PRIMERA FORMA: Veamos que (X/A,T/A) es un espacio topoldgico
disconexo mientras que ([0, 1], 7,|j0,1]) es conexo por ser un intervalo en R y
la conexion es un invariante topoldgico. De las afirmaciones anteriores solo
resta comprobar que (X/A, T /A) no es conexo. Denotemos p : X — X/A la
proyeccion candnica. Observemos que podemos escribir

X/A = p({0}) U p((0,1])

y tanto p({0}) como p((0, 1]) son abiertos, disjuntos y no vacios ya que
pHe({0}) =A€T, pp((0,1])) = (0,1 € T, p({0})Np((0,1]) =0
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También se puede razonar que p({0}) y p((0,1]) son abiertos diciendo que se
ha probado en teoria que si A es abierto la aplicaciéon p : X — X/A es abierta.

SEGUNDA FORMA: También se puede argumentar que el espacio cociente
(X/A,T/A) no es compacto, luego no puede ser homeomorfo a ([0, 1], 7,j0,1))
que si lo es. En efecto, un recubrimiento por abiertos de X/A es

X/A=p({0}) U <%p ((%1]»

y no se puede extraer ningin subrecubrimiento finito.

f) Se considera el conjunto E' = {0, 1} U2, 3]. Determina si el espacio topolégico
cociente (X/E, T/E) es homeomorfo a (]0,1], Tulj0,1]), donde Ty, es la topologia
usual en R.

Veamos que en este caso los espacios topologicos si son homeomorfos. Consi-
deremos la aplicacién f: (X, T) — ((0,1], Tu|(0,1]) dada por

_Jx stz e(0,1],
f<x>—{1 size{0}U2,3).

Claramente la aplicaciéon f es sobreyectiva.

Observemos ahora que A; = (0,1] y A2 = {0} U [2, 3] son abiertos disjuntos.
Ademas fla, = Id : (A1,7Ta,) — (A1, Tula,) que es continua porque como
ya hemos comentado en el apartado a) se tiene Ta, = Tula, v fla, = 1 ¢
(Ag, Ta,) — (Aa, Tula,) es una aplicacién constante y por tanto continua. El
Lema del pegado nos garantiza entonces que la aplicacion f es continua.

Veamos ahora que f admite una inversa continua por la derecha y tendremos
por un resultado de clase que f es una identificacion. Usando de nuevo que
Ta, = Tula, tenemos que la inclusion i : (Ay, Tyla,) — (X, T) es una aplicacion
continua. Ademas f o7 = Id4, de donde se tiene que 7 es una inversa continua
por la derecha de f y por tanto f es una identificacion.

Por otra parte es obvio que R = Ry y asf la aplicacién inducida por f en el
cociente f: (X/E,T/E) — ((0,1], Tu|(0,1)) es un homeomorfismo.

Ejercicio 2. Un espacio topolégico (X, T) se dice T3 si es T} y cumple que para cada
subconjunto cerrado C' € Cr y cada punto z € X \ C existen abiertos A, Ay € T
tales que C C A;, x € Ay y Ay N Ay = 0.

a) Sea (X,7T) un espacio topolégico T7. Demuestra que (X, 7) es T3 si, y solo si,
para cada punto € X y cada abierto U € T con x € U, existe un abierto
VeTtaquereVyVcU.

— Seax € X yU €T con x € U. Comprobemos que existe un abierto V' € T
talquez e VyV CU.

Denotemos C'= X \ U que es un cerrado de (X,7) tal que x € X \ C. Por
la definicion de T3 tenemos entonces que existen abiertos A, As € T tales
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que C C A,z € Ay y A1 N Ay = (. Veamos que el abierto V = A, es el
que buscamos. Efectivamente, en primer lugar tenemos que x € V. Por otra
parte tenemos que V = Ay C X \ A; que es un cerrado de (X,7T) y por
tanto VC X\ A, C X\C=U.

< Sean C € Cry x € X \ C. Veamos que existen abiertos Aj, Ay € T tales
que C C A,z € Ay y Ay N Ay = 0.
Denotemos U = X \ C € T que verifica x € U. Por hipdtesis sabemos que
existe un abierto V € T tal que # € V y V C U. Veamos que 4; = X \ V
y Ay = V son dos abiertos que verifican la condiciéon de T3. Efectivamente
observemos que en primer lugar A;, Ay € T. Por otra parte C = X \ U C
X\V=A,2cAyANA=X\V)NVC((X\V)NV =0

b) Demuestra que T3 es un invariante topolégico.

Tenemos que probar quesi f : (X,7) — (Y, 7T’) es un homeomorfismo y (X, T)
es un espacio topolégico T3 entonces (Y, T”) es también un espacio topoldgico
Ts.

Observemos en primer lugar que si (X,7) es un espacio topoldgico 17, por
ser 17 un invariante topoldgico, se tiene que (Y,7’) es también un espacio
topologico T7.

Consideremos ahora C’ un cerrado de (Y,7") e y € Y \ C’. Denotemos = =
fYy)y C = f~1(C"). Observemos que C' € Cr por ser f continuay z € X \C.
Por tanto como (X, T') es un espacio topoldgico T3 tenemos que existen abiertos
A, Ay € T tales que C C Ay, z € Ay y Ay N Ay = (). Tenemos entonces que
Al = f(A), Ay, = f(As) € T’ ya que al ser f un homeomorfismo es una
aplicacién abierta. Ademds como C' C A; tenemos que C' = f(C) C Al,

y=f(z) € Ayy

AL Ay = F(A) N F(A) TE £A 0 A) = £(0) = 0.
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